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Arbres de Galton-Watson

Nous utilisons lesirbres de Galton-Watson

o aléatoires ;

» méme distributionD a chaque génération.

On les construit de la maniére suivante (en notame nombre d’enfant

dui®M€enfant),

¢ une racine &, enfants ¢, distribué selonD) ;

— chacun deg’; enfants a un nombre aléatoire d’enfants (distr
selonD) ;
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Exemple de réalisation

On considere l'arbre :

o Z1=2

o Jy=23,723=1

o Zy=0,Z5s=1,Z=2,7Z;=3
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Propriété fondamentale

Soit un arbre dont la loi de reproduction &t
On notem I'espérance de la distributioR,

on consideére la fonction génératricele D

f(s) = Zpksk, s € 10,1].
k=0

« sim <1, l'arbre s’éteint presque sdrement ;

o sim > 1, il existe un uniquey € [0, 1] tel quef(q) = ¢ et I'arbre
survit avec probabilité — ¢.
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2-SAT aléatoire

On considere des formul&ésoléennes
» Variables boolénnes ;

» opérateurs booléensiegation(—), et(A) etou (V).

Les formules2-CNF: conjonctions de clauses de taille 2.

Un exemple :

on prend les variables,, u, etus,

¢ = (w1 Vu2) A (ur V —~ug) A (uz Vug) A (—ur V —ug).
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Le probleme 2-SAT

entrée : une formule sous forme 2-CNF
sortie ; existe-t-il une valuation satisfaisant cette formule ?

Pourquoi étudier ce probleme qui est d&h8

Appartient a la famille de problemésSAT qui est importante e
informatique et dont la version probabiliste présente un phéno
de seuil poutt > 2;

k-SAT apparait en physique statistique.
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Les formules aléatoires

Deux facons de tirer des formules aléatoirement, povariables,

on considere toutes les clauses possibles et chacune est chois
probabilitép. Ce modele est not&, , ;

on choisit de maniere uniforme une formule parmi celles conte
m clauses. Ce modeéle est notg,,,.

Nous exprimons nos réesultats dans le modélg, la traduction dans
modeleF, ,, est facile.
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Le seuil de transition

Theéoreme [Goerdt 92, Chvatal et Reed 92]

SoitF' =%, ,, avecm = m(n).
Alors, on a

. si < ¢, pourc < 1 fixé, alors

lim Pr[F est satisfaisable= 1 ;

n—~oo

. si™ > ¢, pourc > 1 fixé, alors

lim Pr[F estinsatisfaisable= 1.

n—:~oo
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Au dela du seull

Les fonctionsys = ps(n) etp; = pr(n) sont dites admissibles si I'o

™ < s = PI|F est satisfaisable= 1 — o(1),
n

mn > p; = Pr[F est satisfaisable= o(1).
n

Alors, sont admissibles,

ps=1—¢ pr=14¢ [Goerdt 92, Chvatal e
Reed 92]
[Goerdt 99]
[Verhoeven 99]
[de la Vega 00]
[Bollobés, Borgs, Cha
es, Kim, Wilson 01]
[de la Vega et Verhoeve
01]
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Le graphe associé

On transforme une formule 2-CNFen un graphe dirigé’( F') [Aspvall,
Plass, Tarjan].

Pour chacune desvariablesu; on introduit dans le graphe les som
u; et—u;.

Pour chaque clauseV v de F' on introduit les arcs :
—u — v el—-v — wu.
(—|—|’U = ’U)

Théoreme [Aspvall, Plass et Tarjan 79]

Une formule 2-CNFH" est insatisfaisable si et seulement s’il existe ¢
G(F) un circuit contenant un littéral et son complément.
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Un exemple :

On considéere a nouveau
qb = (’LL1 V ’11,2) AN (Ul V _l’lL2) N\ (UQ V ’LL3) N (—|u1 V _|U3).

Le graphe qui lui est associé est
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Une borne supérieure du seuil

Théoreme [Verhoeven 99]

SoitF' =F,, avecp > (1 +n~'/*)/2n. Alors

lim Pr[F),, estinsatisfaisablg= 1.

n—:~oo
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Schéma de démonstration

On prendp > (1 +n=Y4)/2n.

Pour montrer I'insatisfaisabilité d’'une formule, on cherche s'il existe
variableu tel qu’on ait dans le graphe associé :

o unchemin de: vers—u :

o un chemin de-u versu.

Un algorithme quitrouve de tels chemins avec probabhilité(1) perme
de conclure en vertu du théoréme de [Aspvall,Plass et Tarjan].
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"algorithme

Schéma de l'algorithme :

soitu un sommet dé&:(F) ;

on construit pas a pas lI'arbre des sommets atteignables a pait
(dontlafrontiere est noték, (u)) et 'arbre des sommets qui peuv
atteindre—« (dont la frontiere est notég (—u)),

— sil'un des deux arbres meurt on choisit un sommgarmi ceu
non encore touchés et on recommence ;

dés quelesfrontieres,; (u) etY;(—u) atteignentlataille)(n)
pour un certairt I'algorithme s’arréte avec succes car deux
sembles de tailles(n)/2n sont reliés par un arc dans les de
sens avec probabilite— o(1).
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lllustration de I'algorithme
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Développement d’'un arbre

L LB R B I



Utilisation des arbres de Galton-Watson
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Utilisation des arbres de Galton-Watson (2)
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Utilisation des arbres de Galton-Watson (3)
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Lemmes intermédiaires, la taille de I'arbre
On supposeX (u) = X (u).

On posey > (1 +n~1*)/2n.

Lemme

SoitF' =F,, , etu un littéral de F'. Alors

Pr [|X(u)| > w(n)\/ﬁ} > 1201,

Et par ailleurs,

BIX (u)[||X (w)] < w(n)v/2n] < 2n'/*

Ce lemme est obtenu a 'aide d’arbres de Galton-Watson.
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Lemmes intermédiaires, I'algorithme réussit

» On développe deux arbres de facon indépendante ;

» chacun est suffisamment grand avec une probabilité supérie
12n~1/4,

Lemme

L’algorithme présenté permet de trouver deux sous-ensemblgside
dont les tailles des frontieres sont au moing:)+/2n apres au plu
w(n)n'/?/3 essais avec probabilité — o(1).
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Lemmes intermédiaires, nombre de sommets utilisés

» Lalgorithme comporte au plus(n)n'/?/3 étapes ;

» chaque étape qui échoue “consomriie® * sommets.

Lemme

L’algorithme présenté n’utilise pas plus dén)n*/* sommets, avec pr
babilité 1 — o(1), avant de trouver deux sous-ensembles-dé’) dont
la frontiere est de taillev(n)v/2n.

|l suffit donc de prévoir initialement! = w(n)n** sommets de réser
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Connexité forte

On considere le graphe aléatoire dirigg, an sommets ou chaque &
est présent avec la probabiljié

Deux sommets: ety appartiennent a la ménmmposante forteme
connexesi et seulement si
« il existe un chemin de avy ;

» etil existe un chemindgaz.

Motivations de ce probleme,
o il estrelié au problem&-SAT ;
« il estlié a un phénoméne de seuil ;

» peut étre un outil de I'étude du World Wide Web.
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Le seuil et I'existence de la composante geante

Comme dans le cas non orienté [Erdds-Rényi], on assiste aun phé
de seuil pour la taille de la composante fortement connexe fans
[Karp].

Le phénomene est le suivant,

o sip=(1—-c¢)/npoure > 0 fixé, les composantes connexes S
“petites” ;

sip = (1 + ¢)/n poure fixé, il apparait une composante forte
connexe “géante”.
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La composante géante

Theoreme [Karp 91]

Soitw(n) une fonction croissante non bornéene constante stricteme
supérieure al etO laracine del — x — e~ = 0 dans|0, 1].
Il existe une constant&/ telle que, avec probabilité — o(1),

* un graphe aléatoire orientd, ., a exactement une composa
fortement connexe contenant plus/ddogn sommets ;

» lataille de cette composante est comprise dans l'intervalle

[©%n — w(n)y/nlogn, ©*n + w(n)y/nlogn).
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Une taille plus précise

Théoreme [Verhoeven 01]

Soitw(n) une fonction croissante non bornéene constante stricteme
supérieure al etO laracine del — x — e~ = 0 dans|0, 1].
Alors,

» lataille de lacomposante géante dg ./, est comprise dans l'inte
valle

©°n — w(n)v/n, ®n + w(n)Vn].

Ce résultat est obtenu a I'aide d’arbres de Galton-Watson.
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Conclusion

Utilisation des arbres de Galton-Watson dans I'analyse d’algorith
recherche :

» recherche en largeur [Verhoeven]
— une borne supérieure du seuil de 2-SAT aléatoire ;

— une estimation des fluctuations de la taille de la composant
tement connexe géante.

» recherche en profondeur [Ajtai, Komlos et Szemerédi] ;

« R <> R



